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Schnittgerade
zweler Ebenen



Da der Taschenrechner nur eindeutige Lésungen eines Gleichungssystems
liefert, kann er nur Schnittpunkte ausrechnen: Der Schnittpunkt zweier
Geraden oder der Schnittpunkt dreier Ebenen (wenn es sie denn gibt). FUr die
Bestimmung der Gleichung einer Schnittgeraden scheint er ungeeignet zu
sein. Wenn jedoch die beiden Ebenen in der Koordinatenform vorliegen,
kann man durch eine geschickte Ergdnzung doch zur Gleichung der
Schnittgeraden kommen:

Idee: Man bringt eine dritte Ebene mit einer méglichst einfachen Gleichung
ins Spiel und bestimmt den Schnittpunkt dieser drei Ebenen. Dann wird diese
Lusatzebene ein wenig verschoben und der Schnittpunkt wieder bestimmt.
Aus diesen beiden Schnittpunkten kann dann sehr leicht die Schnittgerade
bestimmt werden.

Beispiel: Ei: 2X1 +3x2—2x3=15 E2i xi—2X0+ 2x3 =4
Lus@tzliche Ebene: Es: x1=0 liefert den Schnittpunkt P( 0/ 19 / 21)

Mit der zusatzlichen Ebene Es4: x3=0 erhndlt man den PunktQ (6 /1/0).

0 -6
Aus beiden findet man die Schnittgerade: g: 2= (19) +a (18)
21 21

0 -2
die man dann noch umformen kannzu: g: - = (19) +a< 6 )
* 21 7
‘E; gk A\_.d Eﬁ 1:Gleichungssyst.
XY 2:Pol¥ynom—Gleich. > 1)
X3 S

A:Gleichung/Funkt

- VB O
Gleichungssyst. {_E}x + gy - %z
Anzahl an > H o= ¥+ z

Unbekannten? &) Ix + Oy + 0z
2~4 wihlen o

Die erste Gleichung entspricht der Ebene Ei,

die zweite der Ebene E; und die dritte der Hilfsebene Es.
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Die Losung liefert den ersten Schnittpunkt P: V& @ i

(0/19/21)
19

Mit AC zurOck zum Gleichungssystem und die dritte Gleichung abdndern. Die
Lésung liefert den zweiten Punkt auf der Schnittgeraden, Q (6/1/0).

Ubungsbeispiel:
Untersuchen Sie die Ebenen
Ei: 3xi+2x0+x3=6 und Ex x1+xo+2x3=4

auf gemeinsame Punkte.
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Verschiedene Darstel-
lungen einer Ebene
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4 1 1
Verwandle die Gleichung der Ebene E:x = (5) + a <3> + B (—1
1

0

5

> in die HNF.

Dazu bendtigt man einen Vektor, der auf den beiden Richtungsvektoren senkrecht
steht. Diesen gesuchten Vektor liefert das Kreuzprodukt der beiden gegebenen

Richtungsvektoren:

()

Dieses Kreuzprodukt kann mit dem fx-991DE X leicht berechnet werden:

¥
1o PEEEIEE “i’elé. tgefigigrig VetA
 ¥C s ¥C Dimension?

B i 4 A g BB 3iVetC  4:VotD

5:iVektorrechnung 2~3 wahlen
bereitet den Rechner zur Eingabe des ersten Vektors
(hier A genannt) vor. Nach der Eingabe der R
Komponenten (1) &) B wird mit 02 & —3]
die Eingabe des zweiten Vektors vorbereitet.

VotEB=

—

Nach der Eingabe der Komponenten wird mit
Berechnung des Kreuzproduktes gedffnet. Jetzt die eingegebenen Vektoren A und B

aufgerufen und multipliziert:

1:V¥ek. definieren
2:Vek. bearbeiten
3:Vcta 4:VctB
5:¥VctC G:VctD

3 der Weg zur

?ctﬂﬁ?ctB

VetAns=

-4

8

2

Das Ergebnis ( 4 )Wird angezeigt, was zu ( 1 > reduziert werden kann.

—4

Damit ergibt sich als NF der Ebene: (

-1

DG

o1
=0 HNF.\[—g

[

-l

Und damit auch leicht die Koordinatenform der Ebenengleichung:  2x1 + x2—x3 =13
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Anmerkung:

Der TR k&énnte das Skalarprodukt auch berechnen, das ist aber ohne diese Hilfe
sicher schneller ,im Kopf" berechnet.

e (3] o) @ (2] oY (4] (E)

VetA-VetB

Intferessanter ist es sicher,

n @@ W @ 0]

Ubungsbeispiele:

Gerhard Glas

einen Vektor zu normieren.

. 0j = o
Unit¥V{(¥ctAi) kL=

0, 1690308509

E: %

()G ()
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Lineare Unabhangigkeit
von 3 Vektoren im R4

3 2 1
Uberpr(jfen Sie, ob die Vektoren a’ = (—2),3 = (1) und ¢ = <4> linear abhangig
3 3 2

oder unabhdangig sind.
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Methode 1:

Die Uberprifung kann durch das Bearbeiten eines 3x3 — Gleichungssystem erledigt

werden

W @A DE]

P 5 D,

I:III:Id

1:Gleichungssyst
2:Polynom—Gleich

Gleichungssyst.
Anzahl an

Unhekannten?
2~4 wadhlen

AiGleichung/Funkt
Yo M
O + 1z= n y="0" T
+ Iy + 4z= 0
+ dv o+ 2= ]
2

Zuerst wird das Lésen von 3 Gleichungen mit drei Variablen aufgerufen, dann wer-
den die Koeffizienten eingegeben, fUr die rechte Seite der Gleichungen jeweils 0.

Nach einem (=] wird als Lésung fUr x, y und z 0 angezeigt, die Vektoren sind also

linear unabhangig.

Methode 2:
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Bei dieser Methode wird eigentlich das Volumen des Spats berechnet, den die drei
Vektoren aufspannen. Ist dieses Volumen ungleich Null, dann sind die Vektoren l.u.,
andernfalls linear abhdngig (da sie in einer Ebene liegen, entsteht kein Spat).

Mew) (4)(AJ([BJ(8) Werte eingeben

v

Xz A4 38 IR Mat. definieren g;‘;gm an
udmd&dﬂd 1:Mati 2:MatB Zeil Py

3:MatC 4:MatD zellen:
d:Matrizen 1~4 wahlen
Mata ) 1:Mat. definieren Det (Matd)
Anzahl an o 2:Mat. bearbeiten -

Spalten? 3:Matrix—Rechnung

1~1 wahlen

b (3] e @ (2] 0P (3] ) (B

Die 3 Vektoren kbnnen jeweils als Zeile oder Spalte der3X3 — Matrix eingegeben
werden, das ist fUr die Berechnung der Determinante egal. Die Eingabe einer
Komponente wird jeweils mit (] abgeschlossen, die Eingabe der ganzen Matrix mit

beendet.

Die Determinante wird nun durch (S) berechnet. Da das
Ergebnis nicht O ist, sind auch hier die Vektoren als l.u. erkannt.
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Der Winkel zwischen zwel
Vektoren
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Eine haufige (Teil-) Aufgabe ist es, den Winkel zu berechnen, den zwei Vektoren
einschlieBen.

-1 4
Aufgabe: Bestimme die GroBe des Winkels, den ( 4 ) und (—2) einschlieBen.
-3 3

Zuerst werden die beiden Vektoren eingegeben: Vot

FmEO0E s

VotB=

ind @EREEE i

Die Winkelberechnung:

N @ (3] 0PN (3] (sor) ) 0PN (@ ()

FOhrt zu: ﬂnglg(vctg;vctB)

Angle (VetA:VetB)

Mit dem Ergebnis von ca 140° 139, 8869696
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Rechnen mit Maitrizen
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Eine fUr den Schulunterricht typische Anwendung der Matrizenrechnung ist das
Rechnen mit stochastischen Matrizen, den Ubergangsmatrizen.

Wer heute seine Lebensmittel beim Supermarkt A eingekauft hat, wird mit einer
gegebenen Wahrscheinlichkeit nGchste Woche wieder bei A (0,7 = 70%), bei den
Konkurrenten P (0,2) oder L (0,1) einkaufen, wer bei P einkauft wechselt mit 0,2 zu A
und mit 0,2 zu L, Eink&ufer bei L wechseln mit 0,3 zu A und 0,3 zu P. Wenn die
Verteilung der Kundschaft auf diese drei Mdarkte in der aktuellen Woche bekannt ist
(30% kaufen bei A, 30% bei P und 40% bei L), dann kann die Verteilung in der
ndchsten und in der Uberndchsten Woche ermittelt werden. Dazu muss der Vektor
mit der aktuellen Verteilung nur mit der Matrix multipliziert werden, die die
Ubergangswahrscheinlichkeiten enthdilt.

0,7 02 03 0,3 0,39
Z.B.: (0,2 0,6 0,2) : (0,3) = <0,32)
01 02 05 0,4 0,29
07 02 03 0,39 0,424
Eine Woche spater: <0,2 0,6 0,2) . <0,32> = (0,328)
01 02 0,5 0,49 0,248

0,7 02 03\> /03 0,424
Oder: <0,2 0,6 0,2) -<0,3>= <0,328)
01 02 05 0,4 0,248

07 02 03\ /03 0,444
Nach zehn Wochen: (0,2 0,6 0,2) . <O,3> = (0,333)
0,1 02 0,5 0,4 0,222
Hat sich eine stabile Verteilung herausgebildet die sich auch in den ndchsten
Wochen nicht mehr veré&ndern wird. Diese Verteilung ist auch unabhdngig vom
Startwert. Zur Ubergangsmatrix M gibt es offensichtlich einen Vektor ¥ mit der
Eigenschaft: M *% = %
Dieser Vektor x heiBt Fixvektor. Man kann zeigen, dass eine Matrix M einen Fixvektor

besitzt wenn sich ihre Potenzen MKfir groBe Werte von k nicht mehr éndern, sie

streben einer Grenzmatrix M™ zu. Die Spalten dieser Grenzmatrix sind gleich dem
Fixvektor.
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Aufgabe 1:

Rechnen Sie das obige Beispiel durch.

Uber (MEW) (4] (1] (8] (8] wird das MatrixmenU erreicht und die 3x3-Matrix kann

(zeilenweise) eingegeben werden.

Math=

a.
I:l?
I:',

= ka1

oo
S ]
oo
B

0, 4

Die Multiplikation erfolgt Gber die Tastenfolge: (3] BIX (4=

Mat ﬁ)EMatBI

MatAns=

0.32
0.29

0, 39

Das Ergebnis kann gleich fur die ndchste Rechnung eingesetzt werden.

e (3) X) PN ® (] (&
MatﬂﬁMatﬂns

MatAns=

0.322
0.242

0. 424

Potenzen einer Matrix kdnnen nur mit den Tasten (3] (x3 (=) (Quadrat)
oder (3] (=) errechnet werden.

Die Taste (& ist dafir nicht geeignet.

Aufgabe 2: Rechnen Sie das obige Beispiel mit einem anderen Startwert durch.
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Mittels wird der Modus ,,2:Komplexe Zahlen* eingestellt. Im SETUP-MenU kann
festgelegt werden, ob die komplexen Zahlen in der Standardform a + bi oder in der
Versorform  r4¢ angezeigt werden.

Die Versorform ist eine verkUrzte Darstellung der tigonometrischen Form
|z|(cos(¢p) + isin(g)).

Alle 4 Grundrechenoperationen sind mit komplexen Zahlen ausfUhrboar.

Beim FX-991DE X darf der Exponent — anders als bei frtheren Modellen - im Rahmen
der Taschenrechnerzahlen beliebig groB sein.

So kann auch der Term

1+iv3\"°
1—1i
berechnet werden.
o - T A
(1527)
1-i2
512-886, 8100135i

Der CASIO FX-991DE X verfugt Uber folgende Befehle fir komplexe Zahlen:

e Befrag

e Argument

e Konjugierte

e Realtell

e Imagindarteil

¢ Umwandlung in Versorform

¢ Umwandlung in Standardform

Beispiel: Berechnung von “Va + bi

Der Ausdruck Va + bi mit n € N\{0, 1} hat im Komplexen n verschiedene Werte.
Das sind die n verschiedenen Lésungen der Gleichung w™ = a + bi.

Es gilt for z=a+bi
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n
mitk =0,1,2,---,k — 1.
Ein Beispiel
Es sind die drei Werte fur Y10 — 5i zu berechnen.

Die allgemeine Formel wird in folgender Form eingegeben

Vo [

“Tal|

ﬂrgm‘Hznx]
B

Mithilfe der -Taste wird dieser Ausdruck fUr x = 0,1 und 2 berechnet.
Dazu wird fUr A = 10 — 5i und fUr B = 3 eingegeben. Es ergibt sich
VY10 = 5i g = 2,209 + 0,344i;

Y10 —5i, ~ —0,807 + 2,086i;

V10 —5i, ~ —1,403 — 1,741i .
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